Über kinematische Geradenabbildungen by Lübbert, Christoph
Über kinematische Geradenabbildungen
Lübbert, Christoph
Veröffentlicht in: 
Abhandlungen der Braunschweigischen 
Wissenschaftlichen Gesellschaft Band 30, 1979,  
S.35-49
Verlag Erich Goltze KG, Göttingen
Digitale Bibliothek Braunschweig
http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00052286
Über kinematische Geradenabbildungen *) 
Von Christoph Lübbert, Darmstadt 
Vorgelegt von Hans Robert Müller 
1. Einleitung 
35 
Seit BLASCHKE [2] und GRÜNWALD [12] (1911) ist bekannt, daß man die 
dreigliedrige Gruppe GE der direkten Bewegungen der euklidischen Ebene E in einen 
dreidimensionalen reellen projektiven Raum p 3 einbetten kann, derart, daß GE den 
p 3 bis auf eine Gerade g", ausfüllt, wobei die Geraden durch den Einspunkt ein-
gliedrige Untergruppen von GE sind. Eine Gerade g in GE = p 3 _g", besteht dabei aus 
denjenigen Bewegungen, die einen bestimmten Punkt XL E E in einen Punkt XR E E 
überführen. Man erhält so eine "kinematische Geradenabbildung" 
gcGE~ (XL,XR)EE X E, 
welche jeder g", nicht treffenden Geraden von p 3 umkehrbareindeutig ein Punktepaar 
der projektiv abgeschlossenen euklidischen Ebene zuordnet. Hierdurch wird die Geo-
metrie der Raumkurven und Regelflächen des "quasielliptischen Raumes" (P3 , GE) 
(BLASCHKE [3], BLASCHKE/MÜLLER [6]) auf die Kinematik der euklidischen 
Ebene E übertragen. 
Ersetzt man g", durch eine null- bzw. einteilige Quadrik S des p 3, so sind analoge 
kinematische Geradenabbildungen in die elliptische Ebene (oder die euklidische 
Sphäre) bzw. die hyperbolische Ebene von HJELMSLEV [13], STUDY [27], FU-
BINI [11], STRUB ECKER [24], BLASCHKE [4], H.R. MÜLLER [20], ECK-
HART [9], REHBOCK [21] u. a. her bekannt. Die Bewegungsgruppe der elliptischen 
bzw. hyperbolischen Ebene füllt dabei den p 3 bis auf die Quadrik Saus. 
Das Prinzip der kinematischen Geradenabbildungen ist (wengistens lokal) verall-
gemeinerungsfähig auf jede Lie'sche Gruppe G (mit genügend kleinem Zentrum). Für 
unsere Belange genügt es, dieses Prinzip an einer r-gliedrigen Matrixliegruppe 
Ge GL(n, IR) klar zu machen: Ist g der Vektorraum der Liealgebra von G (die Ele-
mente von g seien als n-reihige Matrizen dargestellt), so hat eine eingliedrige Unter-
gruppe von G die Punktmenge 
g={U(t)/tEIR} (1.1) 
mit einer natürlichen Parameterdarstellung 
u: tE IR: u(t) = exp(tx) = e+tx +~!X2 + ... (1.2) 
wobei e die n-reihige Einheitsmatrix und x =1= 0 ein festes Element aus g ist. In (1.1) 
ist der Parameter t nur bis auf lineare Transformationen t ~ C,t+C2 (c; E lR,c, '* 0) 
*) Die Note enthält überarbeitete Teile meiner Habilitationsschrift [17]. 
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bestimmt. Als Menge r der "G-Geraden" bezeichnen wir alle Untergruppen g der 
Form (1.1) und deren Translate ag, gb (a, bEG). Eine G-Gerade k durch Punkt a E G 
kann als Rechts- oder Linkstranslat, k = gL a = agR, von eingliedrigen Untergruppen 
gL,gR dargestellt werden. Sind 
UL(t) = exp(txL), UR(t) = exp(txR) (1.3) 
Parameterdarstellungen von gL bzw.·gR, 
XL = (XL): = {hdAE IR- {O}}, XR = (XR): = {hR/AE IR- {O}} (1.4) 
ihre Bildpunkte in dem zum Vektorraum g gehörigen projektiven Raum P(g), so 
erhält man eine "G-Geradenabbildung" 
(1.5) 
die jeder G-Geraden k ein vom Anfangspunkt a E k unabhängiges Punktepaar XL' XR 
in P(g) zuordnet. Die r-gliedrige Gruppe G wirkt als eine "Bewegungsgruppe" linearer 
Transformationen auf g bzw. P(g) in der "adjungierten" (i. allg. nicht treuen) Dar-
stellung adG: 
(1.6) 
Insbesondere läßt sich eine G-Gerade k E r mit y(k) = (XL' XR) deuten als Ort von 
Bewegungen, die den linken Bildpunkt von k in ihren rechten überführen: 
XR = ad a (XL) = a-'XL a (a E k) (1.7) 
Im Beispiel von BLASCHKE und GRüNWALD entspricht P(g) der projektiv ab-
geschlossenen euklidischen Ebene E und adG der euklidischen Bewegungsgruppe GE' 
Die Gruppe G selbst wird man i. allg. nicht in einen r-dimensionalen projektiven 
Raum einbetten können; ihr entspricht im Beispiel von BLASCHKE/GRüNWALD 
der quasielliptische Raum. Trotzdem kann man die Analogie zur ebenen Kinematik 
weiterverfolgen: Eine differenzierbare Kurve A: tEl ~ a(t) E G (I ein reelles Inter-
vall) induziert in P(g) einen "Zwanglauf" 
ad a(t): P(g) ~ P(g) (t E I) (1.8) 
eines "Gangraumes" P(g) gegenüber einem "Rastraum" P(g). Analog zur ebenen 
euklidischen Kinematik nennen wir ein durch ad a(to) aufeinanderbezogenes Punkte-
paar X = (x) E P(g), X = (i) E P(g) , 
X = a-'(to) x a(to) , (1.9) 
ein Gangpol-Rastpolpaar a.d. Stelle t o, wenn die "Führungsgeschwindigkeit" 
(di/dt)r(t): = (a-')' X a(t) + a-'(t) x ä(t) (1.10) 
von X a.d. Stel!e to verschwindet. (li(t) bezeichne die Ableitung der Matrixfunktion 
a(t». Ist X(t),X(t) ein differenzierbar von tEl abhängiges Gangpolrastpolpaar, so 
durchlaufen Gang- und Rastpol i. allg. je eine Kurve im Gang- und Rastraum, die 
man als Gang- und Rastpolkurve bezeichnet; (i. allg. gibt es mehrere solcher Pol-
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kurven). Ein solches Polkurvenpaar ist durch ad a(t) nicht nur punktweise (vgl. (1.9», 
sondern auch tangentenweise aufeinander bezogen, da aus (dx/dt)f = 0 folgt 
i(t) = ad a(t) x·(t). (1.11) 
Die G-Gradenabbildung (1.5) liefert nun folgendes für die Kinematik in P(g) fun-
mentales Lemma: 
Lemma 1: Berührt die G-Gerade kto die Kurve a(t) in G an der Stelle to, so liefert 
das" Tangentenbild" y(kto) = (XL(tO)' XR(tO)) ein Gangpol-Rastpolpaar des Zwanglaufs 
ad a(t): P(g) -,> P(g) an der Stelle to. Jedes weitere Gangpol-Rastpolpaar X=(x) E P(g), 
X = (i) E P(g) an der Stelle to ist durch das Verschwinden der Lieprodukte 
[XL,X]: = XLX -XXL = 0, [xR,i]: = XRX - XXR = 0 
gegeben.!) 
(1.12) 
Beweis: Soll die G-Gerade kto : x(s) = exp(sxd a(to) = a(to) exp(sxR) (s E IR) die 
Kurve a(t) an der Stelle to berühren, x/CO) = a(to), so folgt für ihre y-Bilder 
XL = ä(to) a-'(to), XR = a-'(to) ä(to). (1.13) 
Ableiten von XR ergibt wegen (a-')· = -a-' ä a-1, daß (dxR/dt)r(to) = 0 gilt, d. h. 
XL = (XL),XR = (XR) ist Gangpol-Rastpolpaar. Die Gleichungen (1.12) sind dann 
lediglich Umformungen der Polbildung (dx/dt)r(to) = 0 für ein allgemeines Gangpol-
Rastpolpaar X,X mit Hilfe von (1.13). 
In dieser Note interessieren besonders solche Fälle, wo das Tangentenbild y(kt) 
einer Kurve a in G das einzige Gangpol-Rastpolpaar des Zwanglaufs (1.8) liefert. 
2. Kinematische Räume und Geradenabbildungen 
Es ist zu erwarten, daß die kinematische Geradenabbildung geometrisch beson-
ders durchsichtig wird, wenn eine Liegruppe G vorliegt, die einen projektiven Raum 
teilweise ausfüllt, wobei die G-Geraden auf projektiven Geraden liegen. Dies führt 
auf das Konzept des kinematischen Raumes nach L. BRÖCKER [8], dem wir uns -
unter Beschränkung auf IR als Grundkörper - im wesentlichen anschließen. 
P sei ein n-dimensionaler reeller projektiver Raum (n2:3) und G eine (Lie'sche) 
Gruppe, die P bis auf eine Menge S = P - G von "singulären Punkten" ausfüllt; die 
Punkte von G nennen wir regulär. Das Paar (P,G) heiße ein kinematischer Raum, 
wenn gilt: 
(KR1) Die Multiplikation in G kann auf Produkte AX,XA (AEG, XEP) erweitert 
w.erden, derart, daß die Abbildungen X~ AX, X~ XA Kollineationen von 
Psind. 
(KR2) Ist g eine beliebige Gerade von P durch den Einspunkt I von G, so ist g n G 
Untergruppe von G. 
(KR 3) Jede Gerade g<t S trifft S in höchstens endlich vielen Punkten. 
Im Beispiel von BLASCHKE/GRüNW ALD besteht S aus den Punkten der Gerade 
1) Lemma 1 verallgemeinert den entsprechenden Satz 29 in MÜLLER [20], S. 81. 
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Wegen (KR2) bezeichnen wir die Kollineationen in (KR 1) als linke und rechte 
Schiebungen. 
Lemma 2: Das Invertieren in G erzeugt eine involutorische Kollineation j = idp 
von P, die neben I noch genau eine nicht durch I gehende Hyperebene H punktweise 
fest läßt. 
Beweis: A~A-'(AEG) ist wegen (KRI), (KR2) eine involutorische Kolli-
neation in G, die sich wegen (KR3) zu einer involutorischen Kollineation von P fort-
setzen läßt. j ~ idp , da G Liegruppe ist. Auf einer Geraden g durch I läßt j neben I 
noch genau einen weiteren Punkt fest, also läßt j noch genau eine Hyperebene H 13 I 
punktweise fest. 
Offensichtlich übernimmt H die Rolle des projektiven (n-l )-dimensionalen Rau-
mes P(g) zur Liealgebra g von G, da mit Lemma 2 die Gruppe G in der adjungierten 
Darstellung adG, 
adA (X): = A-'X A (A E G) (2.1) 
die Hyperebene H in sich überführt. adG bezeichnen wir als "Bewegungsgruppe" 
von H. Die zugehörige kinematische Geradenabbildung definieren wir für alle Ge-
raden g<t- S von P durch 
y: g~ (XL,XR)EHXH mit (2.2) 
XL: gA' nH, XR: =A-'gnH (AEgnG) 
y ist von der Wahl des regulären Punktes AE g unabhängig, da wegen (KR 2) gA-' n G, 
A-'gn G Untergruppen sind. 
3. Aigebraisierung 
Unter einer Algebra verstehen wir hier einen (n+ 1)-dimensionalen IR-Vektor-
raum A mit einem IR-bilinearen assoziativen Produkt a, b E A~ ab E A. A besitze 
eine Eins e, die man mit 1 E IR identifizieren kann. E sei die Gruppe der Einheiten 
(also der invertierbaren Elemente) von A. BRÖCKER [8] hat gezeigt, daß es zu 
jedem kinematischen Raum (P,G) (auch über beliebigem Grundkörper K) bis auf 
Isomoerphie genau eine K-Algebra A gibt mit 
P = P(A), G = P(E) 2) (3.1) 
Bei LÜBBERT [171 wurde gezeigt, daß (für K = IR) die zu (P, G) gehörige Algebra A 
eine kinematische Algebra im Sinne von KARZEL [15] ist. Eine Algebra A heiße 
kinematisch 3), wenn A einen involutorischen Antiautomorphismus 
er "4= id : x~ x (xy = y x, x = x) gestattet mit x = x gen au für x E IR (3.2) 
2) Ist T Teilmenge des Vektorraumes A, so bezeichne peT) die Punktmenge {(x) E P / XE T-
{O}} in dem zu A gehörigen Projektiven Raum P = P(A). 
J) KARZEL [15] hat eine andere (mit (3.2) gleichwertige) Definition angegeben. 
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Der Antiautomorphismus cp bestimmt auf A eine symmetrische Bilinearform 
("Metrik") 
(x,y): =! (xy + yx) E IR (x,y E A), (3.3) 
die zur Klassifizierung der kinematischen Räume und entsprechenden Geradenabbil-
dungen dienen wird. Dazu gehört die "Norm" 
N(x):= (x,x) =xxEIR (xEA) 
mit den Eigenschaften 
N(1) = 1, N(xy) = N(x)N(y), N(x) = N(x). 
Die Gruppe E der Einheiten von A ist durch 
XE E = N(x) "1= 0 mit x-1 = N(xt1 X 
(3.4) 
(3.5) 
(3.6) 
gekennzeichnet. Die Menge der Nullteiler bildet wegen (3.6) einen quadratischen 
Kegel in A mit der Gleichung N(x) = O. Nennen wir zwei Vektoren x,y E A orthogonal 
(x--'-y), wenn (x,y) = 0 gilt, so gestattet A die orthogonale Zerlegung 
A = IR@Vmit V: = {xEAI (l,x) = O} 
Jedes XE A läßt sich dann eindeutig in der Form 
x = ~ + x mit x = ~ - x (~E IR, x E V) 
schreiben. Mit (3.8) erhält man die nützlichen Kriterien 
(3.7) 
(3.8) 
(3.9) 
Ist A kinematische Algebra des kinematischen Raumes P = P(A), G = P(E), so sind 
X = (x) = {/..x//.. E IR - {o}} (x E A - {O}) die Punkte in P, 1= (1) der Einspunkt, und 
das Produkt ist über XY: = (xy) (für xy i= 0) definiert. (KR 1) ist wegen der Bilineari-
tät des Produktes in A erfüllt. (KR3) gilt, weil die Menge der singulären Punkte, 
s = {X = (x)/x"l= 0, N(x) = O} (3.10) 
eine (eventuell nullteilige oder aus ge artete) Hyperqadrik des projektiven Raumes 
darstellt. Die Gültigkeit von (KR2) ergibt sich so: Für XEV gilt nach (3.4), (3.9) 
N(x) = _x2 • 
Daher schreibt sich das Quadrat jedes Vektors x = ~ + x in der Form 
x2 = _(~2 + N(x» + 2~XE IR + IRx. 
(3.11) 
(3.12) 
Der Teilraum Tx : = IR + lRx ist also Teilalgebra von A4) und daher P(Tx) (für x "" 0) 
eine Gerade durch I, deren Durchschnitt mit G eine Untergruppe von G ist. Wegen 
(3.7), (3.9) entspricht cp der Involution j, P(V) der Hyperebene H aus Lemma 2. 
4) Durch diese Eigenschaft hat KARZEL [15] die kinematischen Algebren definiert, wobei 
statt IR ein beliebiger Grundkörper K steht. 
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Schließlich kann V mit dem Vektorraum g der Liealgebra von G identifiziert werden, 
denn ist A(t) (t reeller Parameter) eine differenzierbare Kurve in G durch den Eins-
punkt 1= A(O), so kann man in der Umgebung von I die Kurve A(t) durch eine ge-
normte Vektorfunktion a(t) E E (a(O) = 1, N(a) = 1) darstellen. Das Lieelement (Tan-
gentialvektor an A bei t=O), a= (da/dt)(O) = a(O), ist ein Vektor in V, da aus 
(a,a) = 1 folgt: (a,ä) = 0, also für t = 0: (1,a) = 0. (Das Lieprodukt in V, [x,y]: = 
xy - yx, erfüllt, wie man leicht bestätigt, die Jakobi-Identität). 
Somit kann man eine Gerade gc P durch I in einer Umgebung von I durch die 
Vektorfunktion 
g:exp(tx)=1+tx+~!t2x2+t! ex3 + ... (tE IR) (3.13) 
in A darstellen. Hierbei ist X = (x) (x "1= 0) der Durchstoßpunkt von g durch die 
Hyperebene H, also mit (2.2): 
y(g) = (X,X). (3.14) 
Für eine analytische Beschreibung der kinematischen Geradenabbildungen y ist es 
nützlich, zu jedem XEV die reellen Funktionen t~Co(tx), t~Si(tx) über 
Co(tx): = ~ (exp(tx) + exp(-tx» 
x Si(x): = ~ (exp(tx) - exp(- tx») (3.15) 
einzuführen. Da man für die Parameterdarstellung (3.13) einer eingliedrigen Unter-
gruppe von G durch Parametertransformation t ~ ct (CE IR - {O}) stets 
N(x)E{-1,0,+1} (3.16) 
erreichen kann, interessieren nur die "Normalformen" 5) 
Icost I sint I + 1 Co(tx) = 1, Si(tx) = t für N(x) = 0, Cast Sint " - 1 (3.16) 
wobei rechts jeweils die üblichen trigonometrischen bzw. Hyperbelfunktionen 
stehen. 
Entsprechend besitzt nun eine allgemeine Gerade h rt S von P in der Umgebung 
eines ihrer Punkte Ao = (ao) E G die simultanen Parameterdarstellungen 
mit h: a(t) = ao exp(txL) = exp(txR) ao (t E IR) 
y(h) = (XL, XR), XL ~ (XL), XR = (XR) 
(3.17) 
(3.18) 
Den drei Normalformen (3.16) entspricht die Sprechweise: "h ist elliptisch, para-
bolisch, hyperbolisch" je nachdem N(XL) = N(XR) = + 1, ° oder -1 ist, d.h. je nach-
dem h die Hyperquadrik S in keinem, einem oder zwei Punkten trifft. 
5) Für Dimension n = 3 vgl. auch die trigonometrischen Funktionen "dualer" Winkel bei der 
Quaternionendarstellung räumlicher euklidischer Bewegungen, BLASCHKE [5), S. 45. 
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Zur Ermittlung der Geradenbilder in H dient 
Satz 1: Führt man in A die bilinearen alternierenden Produkte 
aLb: = ~ (bä-ab), aRb: = - ~(ba-äb) (3.19) 
ein, so ergeben sich für eine Gerade h <t:. S von P die Bildpunkte aus y(h) zu 
XL = (aLb), XR = (aRb), (3.20) 
wobei A = (a), B = (b) zwei beliebige verschiedene Punkte von h sind 6 ). 
Beweis: h sei in der Umgebung eines regulären Punktes (ao) E h gemäß (3.17) para-
metrisiert. Mit a: = a(t1), b: = a(t2) folgt aus (3.19), (3.15): 
4. Klassifikation der Kinematischen Räume und Geradenabbildungen 
Zur Klassifikation bedienen wir uns des Ausartungsgrades der Metrik (,), d.h. der 
Dimension des Radikals 
Rad A: = {xEA/ (x,y) = OVYEA} cV. (4.1) 
Es sei dirn A = n + 1, dirn V = dirn P = n 2: 3. Wir unterscheiden drei Haupttypen : 
(I) dimRadA::; n-2: (P,G) heiße regulär?) 
(Il) dimRadA=n-l: (P,G) heiße geschlitzt?) 
(I1I) dimRadA = n : (P,G) heiße ausgeartet. 
Zunächst einige Bezeichnungen und Lemmata: Durch die Hyperquadrik S ist in P 
eine (i. allg. ausgeartete) Polarität gegeben. Ist T Teilraum von P, so besteht der zu T 
polare Raum T.J.. aus den Punkten (x) mit (x,y) = 0 für alle (y) E T; speziell ist p.J..= 
Rad P = P (Rad A) das "Radikal von P". Zu einem Punkt X rt Rad P gehört die Polar-
hyperebene 
X.l.=HX=XH, (4.2) 
wobei H die Polarhyperebene des Einspunktes I ist. Ist g eine RadP nichttreffende 
Gerade durch die Punkte A =I- B, so ist ihre Polare 
g.l.= HAnHB = AHnBH (4.3) 
ein (n-2)-dimensionaler Teilraum von P. Für eine Gerade g t S mit y(g) = (XL' XR) 
heiße die Menge 
6) Sind speziell A,B eh reguläre Punkte mit (a, b) = 0, so folgt XL = BA-\ X R = A-1B. Auf 
diese Weise haben BLASCHKE und MÜLLER [5,6,20) die Geradenabbildung aus dem 
elliptischen bzw. quasielliptischen 3-dimensionalen Raum mit Hilfe einer geeigneten Quater-
nionenalgebra erklärt. 
7) Den Typen (I)-(III) entsprechen bei BRÖCKER [8) im wesentlichen die "ordinären", 
"singulären" und "ausgearteten" kinematischen Räume. RadA wurde dort jedoch nicht zur 
Einteilung verwendet. 
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(4.4) 
der Zentralisator von g; adZ(g) besteht aus allen Bewegungen, die XL nach XR 
bringen. 
Lemma 3: Ist g 4 Seine nichtparabolische Gerade von P, so besteht ihr Zentrali-
sator genau aus den regulären Punkten von g und ihrer Polaren 
Z(g) = (g U gJ..) n G (4.5) 
Beweis: Mit einem beliebigen BEg n G und gL: = gB-1 gilt Z(g)B·1 = Z(gd· Wegen 
(2.2) ist gLn H = XL der linke Bildpunkt von g. Da g nicht parabolisch ist. folgt, daß 
XL regulär ist. Setzen wir XL = (x), so ergeben sich die Punkte Y = (y) von Z(gd aus 
der Bedingung 
xY=[.Iyx ([.IEIR-{O}) (4.6) 
Aus 0 =1= N(xy) = N(yx) folgt [.I = ± 1. Eine leichte Rechnung, die (3.9) berücksichtigt, 
ergibt: [.I = + 1 "**" Y E gL, [.I = -1 "**" Y E gt Daraus folgt (4.5). 
Lemma 3 besagt insbesondere, daß y(g) = y(h) gilt genau für alle Geraden h rf. S 
im Polarraum von g. 
4.1) Reguläre kinematische Räume und deren Geradenabbildungen 
Satz 2: Ein regulärer kinematischer Raum (P, G) (dimP = n 2: 3) ist notwendig 
dreidimensional und ohne Radikal (RadP = 0).8) 
Beweis: Wir zeigen, daß die Polare h.J.. einer Gerade hc P eindimensional ist: 
Wegen dimRadA:::=;n-2 gibt es in V zwei orthogonale Einheiten a,b. Aus -2 (a,b) = 
ab+ba = 0 folgt, daß auch c: = ab eine zu a und b orthogonale Einheit in V ist. Für 
die Punkte A = (a), B = (b), C = (c) EH gilt 
C=AB=BA. (*) 
Die Gerade hc H durch die regulären Punkte A, B ist nicht parabolisch, ihre Polare 
h.J..= HA n HB enthält die Gerade g durch I und C. Für einen beliebigen Punkt 
Y E hJ..- H gilt daher YA = AY, YB = BY, also YC = CY wegen (*). Nach (4.4) und 
Lemma 3 ist also Y im Zentralisator Z(g) = (g U gJ.) n Genthalten; wegen Y ~ H, 
gJ..c H folgt Y E g und damit: g = hJ.., n = 3, dimRadA 2: 1. Da nun dirn V = 3 ist, 
V aber drei paarweise orthogonale Einheiten enthält, muß dimRadA = 0 sein. 
Folgerung 1: Die bei den einzigen regulären kinematischen Räume sind (a) der 
elliptische Raum El3 mit nullteiliger Quadrik S = 0 und den Quaternionen als kine-
matischer Algebra, adG ist Bewegungsgruppe der elliptischen Ebene H (bzw. der eukli-
dischen Einheitssphäre), (b) der indefinit-elliptische 9 ) Raum He mit einschaligem 
8) Vgl. auch BRÖCKER [8], S. 260 f. 
9) Die Bezeichnung stammt von STRUB ECKER [26]. SCHRÖDER [23] nennt diesen kine-
matischen Raum hyperbolisch. 
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Hyperboloid S und kinematischer Algebra, die zum Ring L (2, IR) aller zweireihigen 
Matrizen isomorph ist, adG ist Bewegungsgruppe der hyperbolischen Ebene H mit 
Sn H als absolutem Kreis. 
Beweis: Nach dem Beweis von Satz 2 hat V eine Basis e, = a, e2 = b, e3 = c = e,e2 
aus paarweise orthogonalen Einheiten, die wir o.B.d.A. als normiert annehmen 
können, 
N(e,) = a, = ± 1, N(e2) = a2 = ± 1, N(e3) = ala2' 
Bei gegebenen al, a2 ist A durch die Multiplikationstafel 
lei = ei I = eh e~= -al, e~ = -a2, e~ = -ala2, e,e2 = e3, 
eiej = - ejei (i 1- j) 
bestimmt. Für x = ~o + ~, e, + ~2e2 + ~3e3 ergibt sich die Norm 
N(x) = ~~ + a, ~~ + a2~~ + a,a2~~' 
(4.5) 
(4.6) 
(a) Für a, = a2 = 1 ist Ader Schiefkörper der (reellen) Quaternionen, und die Glei-
chung N(x) = 0 ergibt eine nullteilige Quadrik S. 
(b) Für a, = a2 = -1 ist A zur Algebra L (2, IR) isomorph 10) und die Gleichung 
N(x) = 0 bestimmt in Pein einschaliges Hyperboloid S. Die beiden noch möglichen 
Fälle a, = - a2 = 1 oder a, = - a2 = -1 führen (bis auf Isomorphie) auf dasselbe 
Ergebnis. 
Lemma 3 und Satz 2 ergeben für die kinematische Geradenabbildung: 
Folgerung 2: Gilt (XL' X R) = y(g) für zwei reguläre Punkte XL, X R E H, so hat 
(XL, X R) genau die zwei zueinander polaren Uribldgeraden g, g..L: Im Fall des El3 ist 
jedes Punktepaar von Hein y-Bild, im Fall des Hl3 genau dann, wenn beide Punkte 
entweder im Außeren oder im Inneren des absoluten Kreises H n S oder auf H n S 
liegen. Gilt XL, X R E H n S, so gibt es dazu unendlich viele parabolische Urbildgeraden. 
Anmerkung: Orientiert man die Geraden von El3 oder HI3 durch eine Parameter-
darsteIlung (3.17), so kann man die Geradenabbildung für nichtparabolische Geraden 
umkehrbar ,machen, indem man jeder orientierten Geraden g das normierte Vektor-
paar (XL, XR) zuordnet und die Orientierung g.Lauf der Polaren g.Lso festlegt, daß sie 
das Bild (XL,-XR) erhält. Auf diese Weise haben BLASCHKE und MÜLLER [5], [20] 
im Fall des EI3 die Geometrie der Raumkurven und Regelflächen des EI3 mit der 
Kinematik der euklidischen Einheitssphäre in Verbindung gebrachttl). 
Eine konstruktive Beschreibung der kinematischen Geradenabbildung aus dem 
He stammt von ECKHART [9] und REHBOCK [21] (Abb.l): Eine Gerade gcP3 
treffe das Hyperboloid S in zwei Punkten S" S2' Die beiden Erzeugenden durch S, 
und S2 aus der ersten Regelschar von S treffen die Ebene H in zwei Punkten, deren 
Verbindung mit h[ bezeichnet sei. Der linke Bildpunkt Xl von g ist dann der Pol von 
10) Vgl. BACHMANN [1], S.180f. 
11) Vgl. auch LüBBERT [16, 18). 
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hr bez. des Kreises H n S. Entsprechend bekommt man den rechten Bildpunkt XII mit 
Hilfe der durch S"S2 gehenden Erzeugenden aus der zweiten Regelschar von S. 
Abb.l: 
Die ECKHART-REHBOCKsche Geradenabbildung 
In [28] hat WUNDERLICH die ECKHART-REHBOCKsche Geradenabbildung 
mit dem STUDYschen Übertragungsprinzip in Verbindung gebracht. 
4.11) Geschlitzte kinematische Rämne uud deren Geradenabbildungen 
Bei geschlitzten kinematischen Räumen ist das (n-2)-dimensionale Radikal 
g",: = RadP offensichtlich Polarraum jeder nicht parabolischen Geraden gaus P. 
Aus Lemma 3 folgt damit: 
Satz 3: Die kinematische Geradenabbildung aus einem geschlitzten kinematischen 
Raum ist injektiv für den Bereich aller nicht-parabolischen (d. h. g", nicht treffenden) 
Geraden. 
In einer geeigneten Basis l,e" ... ,eo von A lautet die Norm 
N(x)=s~+asL aE{-l,+l} (4.7) 
Im Fall a = + 1 fällt S mit g", zusammen. (P,G) heiße verallgemeinerter quasiellip-
tischer Raum QElo , da für n = 3 sich der quasielliptische Raum von BLASCHKE 
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[3,6] ergibt. Im Fall a= -1 entartet S zu einem Paar von Hyperebenen H+,H_, die 
von H verschieden sind. (P,G) heiße mit BRÖCKER [8] Minkowskischer Raum. 
Satz 4: (a) Die Dimension eines verallgemeinerten quasielliptischen Raumes ist 
ungerade, und es gibt (bis auf Isomorphie) zu jedem n = 2m + 1 genau einen QEln • 
(b) Minkowskische Räume gibt es zu jeder Dimension n, und zu jeder Aufspaltung 
von n in der Form 
n = 2m + 1 +s (m~O, s~O, ganz) (4.8) 
gibt es (bis auf Isomorphie) genau einen Minkowskischen Raum. 
Die Beweise seien nur angedeutet12): (a) für einen QEln ist a = + 1 in (4.7), daher 
gibt es ein e, E V mit -e~ = N (e,) = + 1; es folgt, daß e2 und e3: = e, e2 linear unab-
gängig sind für beliebiges e2 E RadA - {O}, U,: = lRe2 + lRe3 ist Ideal in A. Nehmen 
wir an, wir hätten auf diese Weise maximal m Ideale Uk = lRe2k + lRe2k+' gefunden, 
so daß W: = U, + ... + Um direkte Summe ist, so bekommt man für IRe, + W die 
Produkttafel 
e~ = -1, e,e2k = -e2ke, = e2k+', e,e2k+' = -e2k+,e, = -e2k 
(k = 1, ... ,m), ejej = 0 sonst. 
Damit folgt 
e,W= We" xW=Wx= {O} V-xERadA 
(4.9) 
(4.10) 
Gäbe es ein XE RadA - W, so wäre W + U mit U: = lRx + lRe,x direkte Summe, im 
Widerspruch zur Maximalität von m. Also ist W = RadA, dimV = 2m + 1. Durch 
(4.9) ist die kinematische Algebra von QEln bis auf Isomorphie bestimmt. 
(b) Ähnlich findet man zu einem n-dimensionalen Minkowskiraum mit jeder Auf-
spaltung (4.8) in einer geeigneten Basis 1,e" ... , e2m+" ... ,en die Produkttafel 
e~= + 1, e,e2k=-e2ke, =e2k+', e,e2k+' =-e2k+,e, =e2k (k= 1, ... ,m), 
e,e2m+,+r=-e2m+'+r e, =e2m+'+r (r= 1, ... ,s), (4.11) 
ejej = 0 sonst. 
Im Fall des QEln (n ungerade) ist adG eine Untergruppe euklidischer Bewegungen 
des affinen Raumes H-goo. Für n = 3 ist adG die volle Gruppe der eigentlichen 
ebenen euklidischen Bewegungen. Die kinematische Geradenabbildung ist die von 
BLASCHKE und GRÜNWALD her bekannte; ihre konstruktive Beschreibung 
findet man in [6], [3]. 
Im Fall eines Minkowskischen Raumes interessieren die Grenzfälle 
(A)n=2m+1(s=0) und (B)n=l+s(m=O). 
Wir diskutieren sie der Einfachheit halber nur für n = 3, wo sie die beiden einzigen 
Minkowskischen Räume ergeben: 
12) Ausführlicheres bei LüBBERT [17]. 
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(A) (s = 0): Als Gegenstück zu QEl3 erhält man den indefinit-quasielliptischen 13) 
Raum QID3; adG besteht aus pseudoeuklidischen Bewegungen, die in der affinen 
Ebene H-goo die Richtungen n2 = e2 + e3, n3 = e2-e3 festlassen. 
(B) (m = 0): Der kinematische Raum heiße Homothetieraum He. adG ist 
Gruppe der eigentlichen und uneigentlichen Homothetien (Streckungen)14) der 
Ebene H-g",. 
Die kinematischen Geradenabbildungen von QHl3 bzw. He lassen sich ähnlich 
einfach wie die von QEl3 konstruktiv beschreiben1S): Hierzu betrachten wir den 
affinen Raum IA 3: = P - H", mit Fernebene H", durch I und goo und in IA 3 die parallelen 
Ebenen E = H-goo,.E+ = H+-goo, E_ = H_ -goo (H+ u H_ = S). Die Bildpunkte einer 
(zu E nicht parallelen) Gerade g sind im Fall des Ht3 die Projektionen X:, X~ E E aus 
dem Fernpunkt I der Schnittpunkte X+ = gnE+, X_ = gnE_. Ergänzt man nun 
X:~ X~ zu einem Parallelogramm, dessen Seiten parallel zu den absoluten Richtungen 
E+------------------------------~~~---
E 
E_------~~~---------------------
E 
r 
-- - --- -- -- -- - - - - - - - -<? XL 
: I 
I I 
, I 
, 
I ! XR 0------ ---- -- _______ _ 
Abb.2: 
I 
I 
I 
I , 
I 
• 
g 
Aufriß 
Grundriß 
.. 
Konstruktion der Bildpunkte X~,X'- bzw. XbXR für die Geradenabbildungen des He 
bzw. des Q1ß3. 
13) Die Bezeichnung stammt von STRUBECKER [26]. 
14) BRÖCKER [~] zä~lt (we~en anderer Klassifizierungsmethoden) die Homothetieräume 
(Strecktranslatronsraume) nIcht zu den Minkowskiräumen. 
15) Vgl. hierzu die "parabolischen Risse" von REHBOCK [22]. 
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n2 = e2 + e3, n3 = e2 - e3 des QHl3 sind, so erhält man in den beiden restlichen Ecken 
XL, XR des Parallelogramms die Bildpunkte zur Geradenabbildung aus dem QHl3 
(Abb.2). 
4.111) Ausgeartete kinematische Räume und deren Geradenabbildungen 
Bei ausgearteten kinematischen Räumen ist RadA = V, damit fallen RadP,S 
und H zusammen; jede Gerade gcP (gc;tS) ist parabolisch. Für aEA- V, XEV 
berechnet man nach (3.19): 
Damit ergibt sich 
Satz 5: Bei der kinematischen Geradenabbildung eines ausgearteten kinematischen 
Raumes fallen linker und rechter Bildpunkt einer Geraden g rt S stets zusammen. Jeder 
Bildpunkt XE H hat unendlich viele Urbildgeraden. 
Zu jeder Dimension gibt es jeweils mehrere nichtisomorphe ausgeartete Räume. 
Zur Klassifikation kann das Ideal 
T={XEV/Xy=O-'lfYEV} 
dienen; es gilt dimT2:l. Ist dimT=t, so heiße (P,G) t-fachisotroperkinematischer 
Raum. Betrachten wir die Grenzfälle t = n, t = 1: Für t = n ist A kommutativ; die 
Links- (und Rechts-)Schiebungen in P sind nichts anderes als die Translationen des 
affinen Raumes An = P-H. (Vgl. BRÖCKER [8]: Translationsräume). 
Für t = 1 muß die Dimension n ungerade sein; n = 3 ergibt den von STRU-
BECKER [25,26] her bekannten einfach-isotropen Raum mit Tals "vollisotroper 
Richtung". Die Transformationen der Form XE P ----+ AXB E P (A, BEG) bilden die 
sogen. "Grenzgruppe". 
5. Schlußbemerkung zur Kinematik der Gruppe adG 
Wie schon aus der Einleitung hervorgeht, gehört zu einer differenzierbaren Kurve 
A: tEl ----+ (a(t»EG (1 reelles Intervall) in einem kinematischen Raum (P,G) ein 
Zwanglauf 
adA(t): H----+H 
eines Gangraumes H gegenüber einem Rastraum iI (H bzw. H ist in P wieder Polar-
hyperebene zum Einspunkt I). Der Zwanglauf heiße regulär, wenn keine der Tan-
genten an die Kurve A parabolisch ist. (Für ausgeartete kinematische Räume gibt es 
also keine regulären Zwangläufe). Die zu Beginn gestellte Frage nach der Eindeutig-
keit des Gangpol-Rastpolpaares kann nun für nicht ausgeartete kinematische Räume 
so beantwortet werden: 
Satz 6: Ein regulärer Zwanglauf ad A(t): H ----+ iI besitzt an jeder Stelle to genau 
ein Gangpol':'Rastpolpaar, welches das kinematische Bild der {orientierten} Tangente 
an die Kurve A im Punkt A(to) ist. 
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Beweis: Die orientierte Tangente g(to) der Kurve A an der Stelle to habe das Bild 
(XL,XR); für jedes weitere Gangpol-Rastpolpaar (x, i) folgt aus (1.12) XLX = XXL, 
XRX = XxR; da g(to) nicht parabolisch ist, folgt hieraus nach Lemma 3: (x) E g(to) 
A-1(tO)' (i) E A-\to) g(to) und damit x = XL, X = XR' 
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